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V. Resumen

Este es un taller sobre Calculo Diferencial que se realiza con el apoyo los paquetes informaticos
maxima y winplot, en él se resuelven diversos ejercicios y problemas relacionados al célculo
diferencial, enfocandose en los contenidos de limites, continuidad, derivadas y aplicaciones.
Tiene tres propoésitos, la utilizacién correcta de los asistentes, su mediacién pedagdgica y la
resolucion de problemas.

VI. Objetivo general
Utilizar software matematico para la mediacién pedagdgica en distintos contenidos de Calculo

Diferencial.

VIl. Objetivos especificos
Determinar un limite utilizando el software winplot.
Calcular limites de funciones con el software maxima.

Calcular derivadas de funciones utilizando el software maxima.
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Resolver problemas de Calculo Diferencial utilizando el software winplot

VIII.Contenidos
e Limites de una funcién

e Continuidad de Funciones
e Derivada de una funcién

e Primeray segunda derivada de una funcion.



IX. Recursosy materiales
Se requiere de una computadora con sistema operativo Windows y tener instalados los
paquetes maxima y winplot y las guias de trabajo mostradas en este taller.

El software requerido lo puede descargar de las siguientes direcciones:

e Maxima:

http://sourceforge.net/projects/maxima/files/

¢ Winplot:

http://math.exeter.edu/rparris/winplot.html

Para facilidad de los participantes estos paquetes se dejarian instalados previamente en cada

uno de los ordenadores.
X. Introduccién

En este documento se presenta un taller de aplicaciones en Célculo Diferencial utilizando dos
asistentes matematicos: winplot y maxima. Primeramente, se exponen algunas referencias
tedricas que justifican la utilizacion de estos dos programas informaticos en la Ensefianza de las
Matematicas, enfocandose principalmente en la facilidad de mediar contenidos
pedagogicamente, ademas, dichos paquetes agilizan los calculos y motivan al estudiante a

aprender Matematica.

Seguidamente, se expone brevemente la metodologia del taller y se presentan las guias de
trabajo, la primera de ellas orientada a establecer un limite con el apoyo del software winplot.
Después, en la segunda y tercera parte se presenta el célculo de limites y derivadas utilizando
el software maxima. Posteriormente, en el taller se resuelven diversos problemas de Calculo
Diferencial. El documento finaliza con las tablas sobre la escritura de las funciones en cada uno

de los paquetes.

Xl. Referencias tedricas del taller

En la Educacion Superior, la ensefianza del Célculo ha sido de vital importancia en areas como

Ensefianza de las Matematicas, Ingenierias y Ciencias de la Salud. Con el surgimiento de


http://sourceforge.net/projects/maxima/files/
http://math.exeter.edu/rparris/winplot.html

nuevas tecnologias la mediacion pedagogica que realizan las universidades ha sufrido

variaciones.

Segun Meléndez y Guerrero (2010), actualmente las Nuevas Tecnologias de la Informacién y
Comunicacion (NTIC) se han convertido en una pieza fundamental en la educacion,

especialmente en la Ensefianza de las Matematicas y especificamente en el Célculo Diferencial.

Por ejemplo, los asistentes matematicos han contribuido en la verificacion de resultados de
calculos avanzados como lo son limites y derivadas. Ademas, con estos apoyos se ha logrado
gue por medio de la experimentacion y la elaboracién de conjeturas se puedan resolver
diversos problemas, los cuales requieren gran cantidad de calculos y una graficacién que podria

no ser tan facil de realizar.

Primeramente, el software libre maxima proporciona gran versatilidad para el manejo de
expresiones algebraicas, permite calcular resultados de una manera rapida y sus hojas de
trabajo se pueden guardar para ser utilizadas en diversas situaciones. Ademas de corroborar
resultados, por ejemplo, en Calculo Diferencial en el contenido limites se pueden detectar
errores en la factorizacion, en la simplificacion o la racionalizacion, es decir errores de proceso.
En tal sentido este asistente mateméatico puede colaborar en distintas fases de un célculo u
operacion, por lo que se cumple lo anotado por Gonzalez y Pajuelo (2011) en el sentido de que
esta herramienta tecnologica puede ser un medio que facilite el aprendizaje, mas que una

simple calculadora con fin en si misma.

Por su parte, el software Winplot tiene facilidad para representar graficas en dos o tres
dimensiones, ademas, el manejo de sus funciones es simple y permite desde la construccién de
tablas, la aproximacion de integrales y el trazo de la grafica de la derivada de una funcion.
Toda esa versatilidad hace que la valoracion de las experiencias con estudiantes sea positiva
en un alto porcentaje. Al respecto Castillo y otros (2011), manifiestan que en la Universidad
Auténoma de Nayarit, Guadalajara, el 67% de los estudiantes valoraron como positivo el
trabajo con winplot, ya que consideran que se logré el transito entre las representaciones,

analitico, gréfico y numérico.

Este taller pretende reforzar el aprendizaje de los conceptos de Calculo, de manera que el
estudiante acomparfie su estudio y resuelva ejercicios y problemas con el apoyo de los
asistentes matematicos. Pero ademas, que la utilizacion de estos apoyos sea un agente

motivador para que se conciba el calculo como una disciplina mas cercana a las personas, que



se aprecie mas tangible y menos abstracto, y que con ello se favorezca las opiniones positivas

hacia la ensefianzay el aprendizaje de las Matematicas.
XIl. Metodologia

Este taller se puede realizar en una sesién presencial o en linea con el apoyo de foros en una
plataforma informatica. Al estudiante, se le presentan guias de trabajo con ejemplos
desarrollados paso a paso con los asistentes matematicos, los cuales desarrollard en su
computador. En caso de duda consulta al facilitador, si es que se encuentra en una sesion
presencial, o expone su consulta en el foro si es a distancia. Posterior a ello, en cada una de las
etapas, se le presentan ejercicios de retroalimentacion para verificar aprendizajes y establecer

dudas y errores.



XIll. Guias de trabajo

Este taller se organiza en cuatro apartados: determinar un limite utilizando winplot, célculo de

limites utilizando méxima, célculo de derivadas utilizando maxima y resolucién de problemas.

A. Determinar un limite utilizando winplot

_ i 10|x-3 _ _ _
Se determinara lim,_, |2—9| , para ello siga estas instrucciones:
X —

1. Ejecute el software Winplot accionando la pestafia dos dimensiones del menu ventana. El

resultado es el que se muestra a continuacion en la figura 1.
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figura 1

2. Ejecutando la pestafa explicita del menu ver le saldra un cuadro de dialogo en donde debera
de digitar la funcion, asignar un dominio, si se desea restringirlo, asi como establecer el
ancho del lapiz, la densidad del dibujo y el color. En el ejemplo desarrollado no se restringié
dominio, por tanto la funcién se traza en su todo su domino. Ademas, el ancho del lapiz se
fij6 en tres y la densidad del dibujo en 100. Se estableci6 una densidad alta para que se
puedan apreciar las discontinuidades en detalle. Seguidamente se muestra el cuadro de

dialogo en la figura 2.
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figura 2

3. Después de accionar el boton ok, se despliega la siguiente representacién grafica mostrada

en lafigura 3, en la misma donde se puede apreciar claramente la discontinuidad en x=3.

figura 3

4. En el menu ver se puede ajustar el area a visualizar de la grafica, asimismo su
acercamiento o alejamiento por medio del zoom. También, estas mismas acciones se
pueden realizar con las teclas de la computadora tal y como se describe en la siguiente

tabla:

Accibn Tecla del computador

Desplazamiento a la derecha
Flecha derecha

Desplazamiento a la izquierda Flecha izquierda




Desplazamiento hacia arriba _
Flecha arriba

Desplazamiento hacia abajo )
Flecha abajo

Alejar la grafica
PgDn

Acercar la gréfica
PgUp

5. Busque una vista adecuada para la gréfica, utilizando las herramientas sefialadas. En la
figura 4 se presenta este ajuste. En esta gréfica, se aprecia que cuando X tiende a 3 por la
derecha f(x) tiende a valores entre 1 y 2, y cuando tiende a 3 por la izquierda f(x) tiende a
valores entre -1 y -2. Con ello se establece que el limite no existe y su andlisis se restringe a

los limites laterales.

figura 4

6. Para precisar el resultado de los limites por la derecha y por la izquierda se puede ejecutar la
pestafia tabla del mend Misc Se mostrara la tabla de la figura 5, en donde se aprecia que
para x=3, la funcién no esta definida, no obstante el intervalo esta lejano a tres y solamente

se emite informacion para x=2.8 y para x=3.2.



tabla [y = 10abs(x-3)/(x"2-9]] -
Archivo Editar  Params Seccion Ayuda  Cerrar

.80000 -2.63158 N |
.00000 -2.50000
.20000 -2.38095
40000 -2.27273
.60000 -2.,17391
.80000 -2.08333
00000 -2.00000
.20000 -1,92308
.40000 -1,85185
.60000 -1.78571
.B0000 -1.72414

(=]
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.00000indefinido
.20000 1.612580
.40000 1.56250
. 60000 1.51515
80000 1.47059
.00000 1.42857
.20000 1.38889
40000 1.35135
.60000 1.31573
.B0000 1.28205
.00000 1.25000 -

figura 5

7. Por lo anterior se debe recurrir a accionar dentro de este menu a la pestafia Params, y

establecer un nuevo intervalo como por ejemplo[2.9,3.1], los resultados se muestran en la

figura 6.



iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii-------------!
tabla [y = 10abste /2ol I

Archive Editar Params Seccion Ayuda  Cerrar
Z.97200  -1.67448 .
2.97600 -1.67336
2.88000 -1.67224
2.98400 -1.67112
2.98800 -1.67001
2.89200 -1.66889
2.8%9600 -1.66778
3.00000indefinido
3.00400 l.66356 B
3.00800 1.664945
3.01200 1.66334
3.01600 1.66223
3.02000 1.66113 =
3.02400 1.66003
3.02800 1.65893
3.03200 1.65T82
3.03600 1.65673 &
3.04000 1.65563
3.04400 1.65453
3.04800 1.685344
3.05200 1.65235
3.05600 1.85125 -

figura 6

8. Observe que la tendencia es hacia 1,6 por la derecha y hacia —1,6 por la izquierda, por lo

gue se puede concluir que:

10{x -3 -
o lim  2Od g 10
X—3 X _9 6
. 10|x—3| - 10
e Im  —=-16=-— or tanto:
X—3 X2__9 6 yI)
. 10|x—3| .
lim  —,—— noexiste.
— X _

9. A esta gréfica se le pueden hacer distintos arreglos como ponerle los puntos en los limites,
esto por medio de la pestafia puntos del menu ecuaciéon y a la vez realizarle cambios
estéticos con la pestafia arreglos del mend Misc. Realice los arreglos que considere

conveniente para que la representacion gréafica se aprecie mejor. En la figura 7, se le hicieron



algunos cambios a la gréfica, en el grosor de los ejes, la fuente de los nimeros de los ejes y

se incluyeron los puntos (2.996, %) y (3.004, %j

27 (3.004,-10/6)

-12 —10 —& —6 — -2 2 4 6 8 10 12 14

: /;996.-10/@
/|
4l
-7 figura 7

10. Realice los siguientes ejercicios de retroalimentacion

. . o 10|x -3
¢ Utilizando winplot, determine IlmH_gz—9
X —
. . . (x=2) . . o .
e Utilizando winplot, grafique f(x)= 2 2 y determine las discontinuidades evitables y no
X" —X—

evitables.

B. Calculo de limites con maxima

Seguidamente se calculara un limite utilizando la técnica de factorizacion con el software
maxima y siguiendo cada uno de los pasos del proceso que se realizan habitualmente. El limite

seleccionado corresponde a



3x* +4x—4
72 %3 +3x> +5x+6

lim

X

Los pasos a seguir en maxima son:

e Factorizar el polinomio del numerador, para ello utilice el comando fact
e Factorizar el polinomio del denominador con la misma instruccién anterior.
e Escribir lafraccion correspondiente simplificada

e Sustituir x=-2 en dicha fraccién, para ello utilice el comando subst.

Los pasos enlistados y su sintaxis, se muestran en la figura 8. Cada vez que se desea que

maxima realice una accion se debe presionar simultaneamente las teclas shift + enter.

Archive Editar Celda Maxima Ecuaciones Algebra  Andlisis  Simplificar  Gréficos Mumérice  Ayuda
DEdcxXDAlkle D> o @

i—/ ($11) factor (3*zx"2+4%*x-4);
(Fol) (x+2)(32x-2)

” (%$12) factor (x®"*3+3*%x"2+5*%x+6);
(302) (x+2)(x%+x+3)

7 (3i3) (3%x-2)/ (2" 2+x+3) ;

Ix—-2
($03) —

2
X +x+3

s ($14) subst (-2, =, ((3%*x-2)/(x"2+x+3)) };

Tod :
(%c04) <

figura 8

Si se desea solo la verificacion del limite, el comando a usar es limit, con la siguiente sintaxis:

limit (funcién, x, valor, direccién)



Con esta instruccion se calcula el limite de una funcién de variable x de un valor asignado. La
direccion es optativa y se utiliza en caso de que se necesite calcular el limite por la izquierda,
por la derecha o ambos. De no requerirse se cierra el paréntesis en después de asignado el
valor. En la figura 9 se puede apreciar el célculo del limite del ejemplo seleccionado:

Archivoe Editar Celda Maxima Ecuaciones Algebra  Andlisis  Simplificar  Graficos  Mumérico  Ayuda
(E@dexkl 00 del>o @

(5i1) Llimit (((3%*x"2+4*x—-4)/ (x"3+3*x"2+5%=x+6) ), x,-2);

.- 8
(%01) <

figura 9

Ejercicios de retroalimentacién

Jx-17
Xx—49 X—49

expresion, y luego mediante célculo directo.

e Utilizando maxima determine lim , primero racionalizando y simplificando la

—cos’x+4cosx—3
6sin’ x

e Utilizando maxima determine lim , primero factorizando el

x—0

numerador expresion trigopnométrica, y posteriormente mediante calculo directo.

e Mediante célculo directo, determine:
10|x—3|

e [im
X—3 X2 _9

. Iimxﬁw\/x2+ax+4—\/x2—ax+4 con aeR

C. Célculo de derivadas con maxima

Respecto a derivadas, la sintaxis que utiliza maxima es la siguiente:



diff (funcién, x, 1)

2
. , ; , - X°+8x+16 .
Si se requiere el céalculo de la segunda derivada de la funcién f(x) = i3 se siguen
X+

estos pasos en maxima.

e Se escribe la instruccion para el célculo de la derivada
e Se simplifica la expresion obtenida con el comando ratsimp.

e Se factoriza el denominador.

Estos pasos se muestran en la figura 10

7 (3i1) Qiff (((x"248%x+16)/ (x+3)), x, 2);
2 2(x%+Bx+16) 2(2 x+8)
(%o0l) +

x+3 {x+3}3 {x+3)2

7 (%12) ratsimp (2/(x+3)+ (2% (x™2+8%x+16) )/ (x+3)"3- (2% (2%x+8) )/ (2x+3)"2);
2

(502) —
wroax? T ne27
7 (%313) factor (x"3+49*x"2+27*u+27);

(%03) (x+3]3 figura 10

Por lo anterior:

d’y( x*+8x+16| 2
dx? X+3 (x+3)°

Ejercicios de retroalimentacién

e Utilizando maxima derive y simplifique el resultado de:

o . f(x )_b“, beR
—X

o f()\/_«/_

. . _ - 1
e Utilizando maxima, encuentre la segunda derivada de la funcién. f(x) = cos(—j
X



D. Resolucién de problemas

Gran cantidad de problemas se pueden resolver con el apoyo de los paquetes informaticos. Se

resolveran dos de ellos y luego se plantearan otros dos para que el estudiante los resuelva.

= Dada lafuncién f(x)=2x’+3x*—-12x+2, determine :

e Los maximos y minimos
e Los intervalos en donde la funcién es creciente y decreciente.

e Los intervalos de concavidad.

1. Primeramente se realiza la representacion grafica utilizando el software Winplot, en la figura
11, se muestra dicha representacion. Las vistas de la figura se establecieron en pestafia ver
del menu ver.

26—+

[

figura 11




2. Para obtener los méximos y minimos, accione la pestafia extremos del menu una. Le saldra
un cuadro de didlogo en donde le mostrara el primer extremo, en este caso un maximo que
corresponde a (-2,22) tal y como se muestra en la figura 12.

2% x~3+37x"2-12%x+2 v

ziguiente extremo de | |y -

« = -2.00000
¥ =22.00000

guardar E -
como|f v cerar

|
¥
|
]
|
—
—
[
¥

figura 12

3. A continuacion, se presiona el botdn siguiente extremo y se mostrara el otro extremo, el

minimo (1,-5) indicado en la figura 13.

v = 2%x~3+3%x"2-12%x+3 ~|

¥
siguiente extremo de | |y -

«=1.00000
v =-5.00000

guardar || -
coma m cefnar

U

|

L
4
(SR
w
e

figura 13

17 4



4. Para determinar los intervalos en donde la funcién es creciente o decreciente, primero se
grafica la primera derivada de la funcion. Para ellos se acciona la pestafia inventario del
menu ecuacion, se selecciona la funcion y se oprime el botén derivar. La funcion derivada

aparecera graficada, como se muestra en la figura 14.

[

figura 14

Por lo anterior, la funcién sera creciente en donde su derivada es positiva, 0 sea en

]—oo,—2[u]1, +oo[ y decreciente en donde su derivada es negativa, esto es en ]—2,—1[ .

5. Respecto a los intervalos de concavidad, se vuelve a repetir el proceso para graficar la
segunda derivada de la funcién, que equivale a obtener la primera derivada de la primera

derivada. Los resultados se muestran a continuacion en la figura 15.



(S

figura 15

6. Debido a que no se aprecia cudl es el punto en donde la segunda derivada cambia de
negativa a positiva, se puede recurrir a la pestafia ceros del menud una para establecer dicho

punto. En la figura 16 se muestra el resultado de esta accion.

’ [ ]

3
Ceros
6

y |y = der{2,2+x"3+3*x"2-1 v|

/2 -0.50000 siguiente
|

f ) f quardar x como |A - cernar ‘ P
-3 -2 -1 o \
= | graficar punta
_4 e
-6
_8 ; figura 16

Por consiguiente, el punto corresponde a —E,O , por lo que la gréfica es concava hacia abajo

1 ; . . 1
en —oo,—E y céncava hacia arriba en —E,+oo .



= Resuelva el siguiente problema con conceptos de Fisica.

Se lanza un proyectil verticalmente desde el suelo, con una velocidad de 40 m/s. La altura en

metros del proyectil la determina la funcién con criterio f (t) = -5t +40t . Determine:

e Eltiempo que tarda el proyectil en caer al suelo.
e Eltiempo en que el proyectil alcanza la altura maxima
e La altura maxima que alcanza el proyectil.

e La aceleracion del proyectil.

En la figura 17 se muestra la representacion grafica de la funcion f, con su primera y segunda
derivada.

85+

Sl 1 2 3 :i\: 6 7 8 9 figura 17

La primera pregunta se responde con la grafica de f, ya que f contiene los pares ordenados
(0,0) y (8,0), el primero corresponde a cuando el proyectil estaba en reposo, el segundo al

tiempo donde vuelve a caer. Por consiguiente tarda ocho segundos en caer. La altura méaxima

se produce en donde f’(t) =0 y esto es en x=4 s. Como la altura maxima se produce a los 4



segundos entonces la imagen de 4 corresponde a dicha altura méxima, o sea 80 metros. Por

ultimo la aceleracion del proyectil se obtiene con la segunda derivada —10—; y es constante
S

como se puede apreciar es una recta horizontal.

Ejercicios de retroalimentacion

e Utilizando winplot, determine en donde tiene tangentes horizontales la gréfica de la funcion

3
X -
f(x)= el 2x* —12x en su dominio.

e Utilizando maxima, determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento, asi como la

concavidad de f(x)=sin(x)+x en [0,27].



E. Tabla funciones en maxima
Una tabla de las funciones mas comunes utilizadas en Matematicas en el software maxima

con su respectiva sintaxis en el entorno se muestra a continuacion.

Comando utilizado Funcion Ejemplo escrito en Equivale
en maxima méaxima
a) BASICAS
A potencias X"2 X2
sqrt Raiz cuadrada sqrt(94) \/9_4
xN1/3) Raices de indice 87\(1/3) %
mayor a dos
b) TRIGONOMETRICAS
cos coseno cos(0) cos(0)
sin seno sin(0) sin(0)
tan tangente tan(0) tan(0)
csc cosecante csc(0) csc(0)
sec secante sec(0) sec(0)
cot cotangente cot(0) cot(0)

c) EXPONENCIAL Y LOGARITMICA

exp exponencial exp(2) g2

log logaritmo natural log(3) In(3)

d) TRIGONOMETRICAS INVERSAS

acos coseno inverso acos(1) cos (1)
atan tangente inversa atan(1) tan (1)
asin Seno inverso asin(1) sin™(1)
acot cotangente inversa acot(1) cot™(1)
asec secante inversa asec(1) sec' (D)
acsc cosecante inversa acsc(1) csc(1)

e) HIPERBOLICAS

cosh coseno hiperbdlico cosh(1) cosh(l)




tanh tangente tanh(1) tanh(2)
hiperbdlica
sinh Seno hiperbdlico sinh(1) sinh(1)
coth cotangente coth(1) coth(2)
hiperbolica
sech secante hiperbdlica sech(1) sech(l)
csch cosecante csch(1) csch(l)
hiperbdlica
) OTRAS
entier parte entera entier(1.2) |’1.2‘|
abs valor absoluto abs(-5) |_5|




F. Tabla funciones en winplot

Comando utilizado Funcion Ejemplo escrito en Equivale
en maxima maxima
a) BASICAS
A potencias X"2 X2
sqrt Raiz cuadrada sqrt(x) \/;
root Raices de indice root(3,x) g/;
mayor a dos
b) TRIGONOMETRICAS
cos coseno cos(x) cos(x)
sin seno sin(x) sin(x)
tan tangente tan(x) tan(x)
csc cosecante csc(X) csc(x)
sec secante sec(x) sec(x)
cot cotangente cot(x) cot(x)
c) EXPONENCIAL Y LOGARITMICA
exp exponencial exp(x) o e™(x) e~
log logaritmo base diez log(x) log(x)
In Logaritmo natural In(x) In(x)
d) TRIGONOMETRICAS INVERSAS
arccos coseno inverso acos(x) cos ™ (x)
arctan tangente inversa atan(x) tan*(x)
arcsin Seno inverso arcsin(x) sin'(x)
arccot cotangente inversa acot(x) cot™(x)
arcsec secante inversa asec(x) sec™(x)
arccsc cosecante inversa acsc(x) csc(x)
e) HIPERBOLICAS
cosh coseno hiperbdlico cosh(x) cosh(x)




tanh tangente tanh(x) tanh(x)
hiperbdlica
sinh Seno hiperbdlico sinh(x) sinh(x)
coth cotangente coth(x) coth(x)
hiperbdlica
sech secante hiperbdlica sech(x) sech(x)
csch cosecante csch(x) csch(x)
hiperbdlica
f) OTRAS
entier parte entera entier(1.2) |’1.2‘|
abs valor absoluto abs(-5) |_5|
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